4.9 Metoda prosté iterace (MPI)

Rovnici f(x) = 0 pfevedeme na ekvivalentni tvar p(z) = =.

Pocatedni odhad x, g = plzs 1)
Podminka ukonéeni: lz; — 1| < n:



4.9 Metoda prosté iterace (MPI)

Rovnici f(x) = 0 pfevedeme na ekvivalentni tvar p(z) = =.

Pocatedni odhad x, g = plzs 1)
Podminka ukonéeni: lz; — 1| < n:



4.9 Metoda prosté iterace (MPI)

Rovnici f(x) = 0 pfevedeme na ekvivalentni tvar p(z) = =.
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4.9 Metoda prosté iterace (MPI)

Rovnici f(x) = 0 pfevedeme na ekvivalentni tvar p(z) = =.

Po&ate&ni odhad zg, @p = wlzs 1)
Podminka ukonéeni: lz; —xi—q| < 1
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4.9 Metoda prosté iterace (MPI)

Rovnici f(x) = 0 pfevedeme na ekvivalentni tvar p(z) = =.

Pocatedni odhad x, p = wlrs 1)
Podminka ukonéeni: lz; —x;—1| < 7.

Tvrzeni 4.1 Pokud MPI konverguje k & a @ je v T spojita, pak (%) = &, f(Z) = 0.

Dukaz.

ola) = (p(_lim :cz) = lim ¢(z;) = lim ;.1 = lim x;, =%
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Ptiklad pouziti MPI

Ptiklad 4.1 Hledame nejmensi kladné FesSeni rovnice f(x) = 0, kde f(x) = = —

cotg x.
f(7)=32-1<0, f(3)=3>0 = 7Tec(373)

Zvolime p(x) = A\f(x) + x, kde A\ # 0; podminka ukonceni pro n = 0.001.
Vyzkousime A € {—0.2,0.2,—0.65, —0.8}.
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4.9.1 Kontraktivni funkce

Definice 4.1 Rekneme, Ze funkce ¢ je na intervalu I kontraktivni (s koeficien-
tem q), jestliZe

dg < 1Vu,vel:|p(u)—p)| <qg-|lu—1.

kontraktivita =— spojitost
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4.9.1 Kontraktivni funkce

Definice 4.1 Rekneme, Ze funkce ¢ je na intervalu I kontraktivni (s koeficien-

tem q), jestliZe

dg < 1Vu,vel:|p(u)—p)| <qg:|lu—1v|.
kontraktivita =— spojitost

Véta 4.8 (Postalujici podminka pro kontraktivitu) Necht funkce ¢ md na inter-
valu I spojitou derivaci a existuje ¢ < 1 takové, Ze

Ve e I: | (x) <q.

Pak © je na I kontraktivni s koeficientem q.

Dukaz. [p(u) —¢(v)| =

U / U / U
[ ¢@rde| < ["Ie@)lde < [“qdo =q- =0,
v v

v



4.9.2 \Véta o pevném bodé

Véta 4.9 (Banachova véta o pevném bodé pro redlné funkce) Necht o je funkce
kontraktivni s koeficientem q < 1 na néjakém uzavfeném intervalu I = (a,b) ta-
kova, Ze zobrazuje I do I. Pak rovnice o(x) = x ma v intervalu I pravé jedno Fesen/

. To dostaneme MPI s libovolnou pocate¢ni hodnotou xq € I. Odhad chyby:

|5, — g |
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4.9.2 \Véta o pevném bodé

Véta 4.9 (Banachova véta o pevném bodé pro redlné funkce) Necht o je funkce
kontraktivni s koeficientem q < 1 na néjakém uzavfeném intervalu I = (a,b) ta-
kova, Ze zobrazuje I do I. Pak rovnice o(x) = x ma v intervalu I pravé jedno Fesen/

. To dostaneme MPI s libovolnou pocate¢ni hodnotou xq € I. Odhad chyby:

|5, — g |

Dukaz.

e Existence redeni:
@ zobrazuje I do [

Y(x) = p(x) — x je Y v a nezdporna a v b nekladna; je spojitd, a tedy ma v [
nulovy bod; ten je ¥e$enim rovnice p(x) = .

e Jednoznaénost ¥eSeni: Pfedpokladejme dalsi feSeni T € I. Pak

75l =lp@) - @I <q-F-F = F=3



e Konvergence MPI k ¥eSeni:

z -z = |o(Z) —p(zi—1)| < g [T —21| < ... < ¢ - [T — x| = 0.

e Odhad chyby:

T — x| Lq- |B—mj—i| =q- (@ —x;) + (25 — 2i-1)




e Konvergence MPI k ¥eSeni:

Z -z = |o(Z) —p(zi-1)| < g [T—21| < ... < ¢ - [T — x| = 0.

<

e Odhad chyby:




e Konvergence MPI k ¥eSeni:

z -z = |o(Z) —p(zi—1)| < g [T —21| < ... < ¢ - [T — x| = 0.

e Odhad chyby:

T — x| Lq- |B—mj—i| =q- (@ —x;) + (25 — 2i-1)

Koeficient kontrakce g je hornim odhadem

T —z;|

L(1) = lim

100 |1 — :c@-_.1|

<1,

coz je kritérium konvergence pouZzité u predchozich metod.



4.9.3 Optimalizace MPI

Jak rovnici f(x) = 0 prevést na ekvivalentni tvar ¢(x) = = takovy, ze MPI rychle
konverguje?
MoZné FeSeni:
p(z) =+ Af(x),
kde A %20 a

o (x) =1+ Af'(2)

je mala.
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4.9.4 Rad metody prosté iterace

Véta 4.10 Necht MPI konverguje k ©. Necht p je nejmensi pFirozené &islo, pro
které go(p)(f) #0, a c,o(p) je spojita v néjakém okoli bodu T. Pak Fad metody je p.

Dukaz. Tayloruv rozvoj funkce ¢ se stfedem = vyhodnotime v x;_1:
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Véta 4.10 Necht MPI konverguje k ©. Necht p je nejmensi pFirozené &islo, pro
které go(p)(f) #0, a go(p) je spojita v néjakém okoli bodu T. Pak Fad metody je p.

Dukaz. Tayloruv rozvoj funkce ¢ se stfedem = vyhodnotime v x;_1:

1
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4.9.4 Rad metody prosté iterace

Véta 4.10 Necht MPI konverguje k ©. Necht p je nejmensi pFirozené &islo, pro
které c,o(p)(f) #0, a cp(p) je spojita v néjakém okoli bodu T. Pak Fad metody je p.
\__._—’—-___—-"

Dukaz. Tayloriv rozvoj funkce ¢ se stftedem = vyhodnotime v ;=7

4 f

1
p@i1) = @)+ (@51 — D) (1), kde 51 € 1(@, i),

L 7
1
N In|= (zi—1 — Z)P pP)(&_1)
In|z —xz;]  |p! B
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Pozndamka 4.2 Nejéastéji je ©'(x) # 0, takZe MPI je Fidu 1. Nemusi to viak byt

vZdy, nap¥. Newtonova metoda je specialnim pFipadem MPI.



Zrychleni konvergence MPI

Napad: V kazdém kroku zvolime jiny koeficient \; tak, aby ¢/(x;) = 0, tj.
B 1
© e

Dostaneme

(i)

fl(xs)

coz je Newtonova metoda (jako specidlni p¥ipad MPI); ta je (obvykle) ¥adu 2,
zatimco MPI (obvykle) Fadu 1.

i1 = By + N Fz;) =



Newtonova metoda jako specialni pripad MPI

0.94

0.8

0.74

0.6

06 07 08 09 10 11 12 13 14 15

a1, = Wy }f,((ii)), g = 1.5

konverguje nemonotonné a rychle



4.9.5 Kiritéria pro vybér metody FeSeni rovnic

e jednobodové, naptf. MPI (ktera je v jistém smyslu univerzalni jednobodovou

metodou), Newtonova metoda,
e dvoubodove, napr. bisekce, regula falsi, metoda secen,

e vicebodove.



4.9.5 Kiritéria pro vybér metody FeSeni rovnic

e jednobodové, naptf. MPI (ktera je v jistém smyslu univerzalni jednobodovou

metodou), Newtonova metoda,
e dvoubodoveé, napr. bisekce, regula falsi, metoda seden,

e vicebodove.

Z programatorského hlediska:

e nevyzadujici derivaci, nap¥. bisekce, regula falsi, metoda seen a obvykle MPI

(zaleZi na zvoleném iteraénim vzorci),
e vyzadujici znalost prvni derivace, nap¥. Newtonova,

e vyZzadujici znalost vyssich derivaci.



Kritéria pro vybér metody feSeni rovnic 2

Podle konvergence délime metody ¥eSeni rovnic na

e vzdy konvergentni, nap¥. bisekce a regula falsi,

e ostatni, nap¥. Newtonova, metoda se¢en, MPI.



Kritéria pro vybér metody feSeni rovnic 2

Podle konvergence délime metody ¥eSeni rovnic na
e vzdy konvergentni, nap¥. bisekce a regula falsi,

e ostatni, nap¥. Newtonova, metoda seEen,(MPl)



4.10 Podobné ulohy

4.10.1 Hledani nasobnych kofenti

e V okoli kofene sudé nasobnosti funkce neméni znaménko, takZe nelze pouZzit

metody bisekce a regula falsi.
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Hledani nasobnych korenii

2. metoda: Uvazujme funkci h(zx) = }C((m) (kde ,,odstranime odstranitelné nespoji-
tosti").

Tvrzeni 4.2 Necht T je k-ndsobny koFen funkce f, v jehoZ okoli mad f spojitou

derivaci ¥ddu k. Pak T je jednoduchym kofenem funkce h = f/ f'.

Dikaz. Definice k-ndsobného koFene ¥ikd, ze fU)(Z) = 0 pro j < k a f(¥)(z) # 0.

Opakovanym uzitim I’'Hospitalova pravidla odvodime nenulovou limitu

im @ iy @) _ im 1 0@)

T—T (m - m)k x—T k (m - f)k—l - r—T

Tedy podil prvnich dvou vyrazu je definovan a je jednotkovy,

im J@  kE@-2)
z—T (xr — :c)k flaz) ’




tim dostavame pro funkci A limitu

hﬁ):%#a

lim
T—>T T — T

V posledni limité konverguje jmenovatel k nule, musi k ni tedy konvergovat i &itatel,

takZe lim,_,zh(x) = 0 a T je kofenem funkce h. Nenulova je pod

pravidla téZ lim,_,z h/(x), takZe T je jednoduchy ko¥en funkce h.

e I'Hospitalova




tim dostavame pro funkci A limitu

hﬁ):%#a

V posledni limité konverguje jmenovatel k nule, musi k ni tedy konvergovat i &itatel,

lim
T—>T T — T

takZze lim,_,zh(x) = 0 a T je kofenem funkce h. Nenulova je podle I'Hospitalova

pravidla téZ lim,_,z h/(x), takZe T je jednoduchy ko¥en funkce h.

Pokud funkce f ma pouze kofeny konené nasobnosti, pak funkce h ma tytéz

kofeny, ale jednoduché (neni vSak spojita).
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Specialni pfipad rovnice f(x) = 0, kde f je polynom.

Véta 4.11 (Odhad polohy kofenii polynomu) Vsechny ( komplexni) koFeny rovnice

@:Zoa%m —0@? :‘:_f_kl e

| -
maji absolutni hodnotu nejvyse = o, q'\'\
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4.10.3 Reseni rovnic v komplexnim oboru

Metoda bisekce a metoda regula falsi jsou zavislé na Uplném usporadani redlnych

g

Cisel — ve Vvétsi dimenzi nepouzitelné.

Metoda se¢en a Newtonova metoda jsou pouZitelné pro komplexni kofeny.

rd

Pro nalezeni komplexnich kofenti miZe byt nutny podate¢ni odhad s nenulovou

4

Imaginarni ¢asti.



4.10.4 ReSeni soustav rovnic

Newtonova metoda ma i zobecnéni pro soustavy nelinearnich rovnic; pak misto
derivace pracujeme s jacobianem a misto déleni jej potfebujeme invertovat, ¢imz
se jednak zvySuje slozitost vypoctu, jednak vznikaji problémy s body, v nichz je ja-

cobidn singularni. Podminky konvergence jsou opét sloZité|Si nez v redlném pripadé.
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4.10.4 ReSeni soustav rovnic

Newtonova metoda ma i zobecnéni pro soustavy nelinearnich rovnic; pak misto
derivace pracujeme s jacobianem a misto déleni jej potfebujeme invertovat, ¢imz
se jednak zvySuje slozitost vypoctu, jednak vznikaji problémy s body, v nichz je ja-
cobidn singularni. Podminky konvergence jsou opét sloZité|Si nez v redlném pripadé.
Metoda prosté iterace je pouZzitelnd i v prostorech vétsi (kone¢né) dimenze. Zajisténi

kontraktivity pouZitého zobrazeni muze byt problém.

Kvuli obtiZzim se zajisténim konvergence se pro feSeni soustav rovnic ¢asto pouzivaji

metody zaloZené na jinych principech nez v jednodimenzionalnim p¥ipadé.
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4 NUMERICKE RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROV-
NIC

4.1 Formulace ulohy a jeji obtize

Uloha: Hleddme ¥edeni soustavy n linedrnich rovnic o n nezndmych LA 5 Ls s 5% s T
a11x1+a12x2+---+aipnTn = b1
a21%1+a22x2+ -+ axpTn = b
Apn1T1+ap2T2+ - +apnnTn = bn

Maticovy tvar:
AxE = b,

kde A = (a; ;)i j=1,...n J& (reguldrni) matice soustavy,
b= (D104 ,bn)T vektor pravych stran,

—

T = (x1,%9,...,xn) " vektor nezndmych.
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4.1 Formulace ulohy a jeji obtize

Uloha: Hleddme ¥edeni soustavy n linedrnich rovnic o n nezndmych LA 5 Ls s 5% s T
a11x1+a12x2+---+aipnTn = b1
a21%1+a22x2+ -+ axpTn = b
Apn1T1+ap2T2+ - +apnnTn = bn

Maticovy tvar:

AZ =0,
kde A = (a; )i j=1,...n je matice soustavy,
b= (D104 ,bn)T vektor pravych stran,

—

T = (x1,%9,...,xn) " vektor nezndmych.



Cramerovo pravidlo ma velkou vypocetni sloZitost a numerické chyby.

4.1.1 Druhy problémii

Matice soustavy:
e plné, ne pfrilis velké,

o Fidké, &asto velmi velké (mj. u kubického splinu).



4.1.2 Spatna podminénost

Z=A"1b
Mala zména koeficientu soustavy nebo pravé strany muze zpusobit velkou zménu
reseni.
Zpétné dosazeni (nepfesného) feseni ¥ da reziduum Feseni:

b— AT,

g
Pokud matice A~1 ma velké prvky, miize byt reziduum 7 malé, i kdyZ se vektor Z
podstatné& li&i od presného ¥edeni T.

Af_AfC:A(E_fc),
A-LlF

F

T — T

Jsou-li prvky matice A1 velké, miize i mala slozka vektoru 7 zpisobit velky rozdil

—

T — .

Malé reziduum nezarucuje malou chybu ¥eseni!

~ F

Takové soustavy nazyvame Spatné podminéne.



P¥iklad 4.1 Soustava

2x + 6y
2x + 6.00001y

8
8.00001

ma reSenix =1, y = 1;



P¥iklad 4.1 Soustava

2x + by = 8

2x +6.00001ly = 8.00001
ma reSenix =1, y = 1;
minimalni zména koeficientil na soustavu

2x + by = 8

2x + 5.99999y = 8.00002
zméni FeSeni na x = 10, y = —2.

Inverzni matice k ob&ma soustavdm maji prvky Fidové& 10°, co? ukazuje na jejich
Spatnou podminénost.

Rovnice v soustavach jsou ,,skoro linearné zavislé”.



4.1.3 Zdroje chyb

e nepresnost koeficientl soustavy a pravé strany,
e zaokrouhlovaci chyby p¥i vypoctu,

e chyby metody — nekoneény proces je nahrazen koneénym pocétem kroki (u iteracnich
metod).

4.2 P¥imé metody

Po koneéném pocltu kroki vedou (teoreticky) k pfesnému ¥eSeni.



4.2.1 Gaussova eliminace (GEM)

Postupné Gpravy matice soustavy pomoci ekvivalentnich tprav (neméni ¥eSeni sou-

stavy) na horni trojahelnikovou matici, ze které lze zpétnym dosazenim snadno
ziskat reseni.

RozSifena matice soustavy ma prvky

a(?j) = a;;, Ppror=12,...,n,3=12,...,n;
a§0?2+1 = by, prot=1,2,...,n
Soustavu
agozml—l—a(o):sz—l—- —I—a(o) = agogwl
agogsc —|—(I(0)$2—|—---—|—ago?)lfﬂn = agogwl
a£10)15€1+a(0) Ty + - +a£1021:cn = affgzl 11



prevedeme povolenymi Upravami na tvar

0 0 0 0
agj% Tr1 + agj% ro+ -+ agjgb Tn = agﬂ)wl
1 1 1
aé,% LY A= H o ag,f?’z Tn = ag,qr)wl
—1 E —1
‘Ig’fﬂ )fgﬂ» — a&?wr)l!

ze kterého zpétnou substituci vypoditame vektor FeSeni.



prevedeme povolenymi Upravami na tvar

0 0 0 0
s+ oQat ol = ol
1 1 1
aé,% $2+"'+Gg,¢)ﬁﬂn = ag,?)’z,+1
(n-1)  _  (n-1)

Gnn  In an,n+1 )

ze kterého zpétnou substituci vypoditame vektor FeSeni.

Pokud vyjde na diagonale nulovy prvek, stadi provést zaménu ¥adki (resp. sloupci
— v tom pFipadé musime zaménit i odpovidajici slozky vektoru ¥eseni!).

To lze, pokud je matice soustavy regularni.

Algoritmus 4.1 Prok=1,2,.... n—1, prot=k+1,k+2,...,n,
1=k+1,k+2,...,n+1

B k-1 Gk D (1)
Tij = Y (i—1) Yk.j

Cp k



(% 1)

Pokud po provedeni pfimého chodu je n€jaky diagonalni prvek a; = 0 (resp.

|a£3 1)| < €), matice soustavy je (resp. mizZe byt) singularni.

V opaéném pripadé pouzZijeme zpétnou substituci

1 i—1) z—l) :
= (z’—l)(%ﬂ+1 Z a,; ), proz=n,n—1,...,1.

az%j,& —3—*"1

4.2.2 Vybér hlavniho prvku

Pokud ¢&islo na diagonale je v absolutni hodnoté malé, jeho mala zména vyvola

velkou zménu vysledku p¥i déleni a rostou zaokrouhlovaci chyby.
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Pokud po provedeni pfimého chodu je n€jaky diagonalni prvek a; = 0 (resp.

|a£3 1)| < €), matice soustavy je (resp. mizZe byt) singularni.

V opaéném pripadé pouzZijeme zpétnou substituci

1 (i—1 (i—1 :
B = (zzn+)1 E aZ ) ), Pro i =m.:m— L,sias L
a; . 1=1+1

4.2.2 Vybér hlavniho prvku

Pokud ¢&islo na diagonale je v absolutni hodnoté malé, jeho mala zména vyvola

velkou zménu vysledku p¥i déleni a rostou zaokrouhlovaci chyby.



Pokud po provedeni pfimého chodu je néjaky diagonalni prvek a( L) = 0 (resp.
(2

—1)
i i | < €), matice soustavy je (resp. muze byt) singularni.

a;

V opaéném pripadé pouzZijeme zpétnou substituci

1 i—1) z—l) :
= (@'_1)(3?14-1 Z a,; ), proz=n,n—1,...,1.
az%j,& —-3—*"1

4.2.2 Vybér hlavniho prvku

Pokud ¢&islo na diagonale je v absolutni hodnoté malé, jeho mala zména vyvola

velkou zménu vysledku p¥i déleni a rostou zaokrouhlovaci chyby.

Proto v kazdém kroku eliminace vybereme na diagondlu koeficient s co nejvétsi
absolutni hodnotu = hlavni prvek (pivot).



GEM s vybérem hlavniho prvku

e lplnym — vybirdme z (n — k)2 prvki zbylé ¢tvercové podmatice (vypoletn&

slozité),
e sloupcovym — vybirame v ramci sloupce a pouze vyménime fadky,

e iadkovy — vybirdme v ramci Fadku a vyménime sloupce (i pofadi neznamych!).



GEM s vybérem hlavniho prvku

e lplnym — vybirdme z (n — k)2 prvki zbylé ¢tvercové podmatice (vypoletn&

slozité),
e sloupcovym — vybirame v ramci sloupce a pouze vyménime radky,

e iadkovy — vybirdme v ramci Fadku a vyménime sloupce (i pofadi neznamych!).




